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ڲؠڲ١

و اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، اৎأ؇دت ݆ ۰ොෘوا ڣଲ୍ة إޚ؇ء ሌᇿإ ዛኗڎف اෂීاًأ۰ ይዧފٷ۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت ༇ံ؇َߓߵ
اࠍޚ٭۰ ଫଃ༚ و اࠍޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت ༡ܭ ሌᇿإ ألݯ؇ و ،ঌॻ݁Ⴄၽاܳٺ و ঌॻاܳٺڰ؇ݪ اࠍފ؇ب أᆇᆅ٭۰ ߓߵاز
أඹජاء أرًأ۰ ሌᇿإ اᄴᄟرس ྾ཏگಱ اܳٺޚٴ٭گ؇ت. ًأݥ إޚ؇ء و اࠍߺࠊل). ۋފ؇ب ،۰ਃڎا༡ިܳا (اܳިۏިد،

ሒሃ
ሌᇿوا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت .1

؇۳ܹ༡ ޗݠق و اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ గጻዧأ؇دت اࠍޚ٭۰ اَޙ۰݄ .2
اܳފఈఃݿܭ،..) (ఈఃًس، ؇۳ܹ༡ ޗݠق و ۰ਃ؇ااܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت .3

؇۳ܹ༡ ޗݠق ًأݥ و ۰ਃಮݞاࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت .4

iii



1 ոּب
ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اڤءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت

أ۰ո۰מ١ ڲء٢ո߈ߣ 1 .1
و ۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط و ،؇ୖߺࠊ༡ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، اৎأ؇دت ۋިل اݿ؇ݿ٭۰ اৎڰ؇۱ࡗࡲ ًأݥ ঌॻل ڣ٭݄؇ َگڎم

اࠍڎل۰.
1 ׂ֔ۑֵ؉

؇ᘛّ؇و݁ލٺگ y(x) ᄭᄟިᘛ௵௯௫ا ᄭᄟاᄴᄟوا x اৎފٺگܭ ଫଜٺ؞ৎا ඔඒً ߙߵًޔ ᄭᄟ݁أ؇د ႟၍ ّڰ؇ݪܹچ۰ ᄭᄟ݁أ؇د ૭݄
႟ၽاܳލ ݆݁

F
(
x, y(x), y

′
(x), .., y (n)(x)

)
= 0

1 ڲոل
ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁أ؇دت ሒሃ اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎأ؇دت

y
′ +x y = 0 (i

y
′ +e y = 0 (ii

y
′′ + sin(y) = ex (iii
y

′
y + (y

′′′
)2 = 0 (iv

2 ׂ֔ۑֵ؉
.ᄭᄟأ؇دৎا ؇ᘛݯ݄ٷਐಾ ݁ލٺگ۰ আॻ༟أ ۰ਊಾر ᘗ ّڰ؇ݪܹچ۰ ᄭᄟ݁أ؇د ۰ਊಾر

1



ሌᇿوا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت .1 2ً؇ب

2 ڲոل
ً؇ོଫଐܳص ሒሃ ᄭᄟ݁أ؇د ႟၍ ۰ਊಾر ،1 اৎټ؇ل ૭ٺأ݄ܭ

1 (i
1 (ii

2 (iii
3 (iv

3 ׂ֔ۑֵ؉
اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ ؇ዛኡأ y : I ⊂R→R ᄭᄟدا ݆ َگިل ، ؇ل I ⊂R ܳ٭ܝ݆

Ⴄ၍ن، إذا F
(
x, y(x), y

′
(x), .., y (n)(x)

)
= 0

I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ਵਦة n ఇዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ y (1
.I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ F

(
x, y(x), y

′
(x), .., y (n)(x)

)
= 0 ොູگݑ y (2

3 ڲոل
.I ⊂R ؇ل أي আॻ༟ y

′ = y ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ y(x) = ex (1
.I ⊂R ؇ل أي আॻ༟ y

′′ + y = 0 ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ y(x) = sin(x) (2

4 ׂ֔ۑֵ؉
أ݁؇ ل۰)، إۊٺ٭؇ر ಸٔިا) وݿ٭ޔ n আॻ༟ ොຬٺިي ༡ܭ ި۱ n ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ اܳأ؇م اࠍܭ

وݿ٭ޔ. أي আॻ༟ ොຬٺިي  ༡ܭ ڣ۳ި اࠍ؇ص اࠍܭ

4 ڲոل
اࠍܭ আॻ༟ ොຶݱܭ c = 0 أ༠ڍَ؇ إذا . c ∈R ؕ݁ y(x) = cex ި۱ y

′ = y ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍܭ (1
.y(x) = 0 اࠍ؇ص

إذا . c1,c2 ∈R ؕ݁ y(x) = c1 cos(x)+c2 sin(x) ި۱ y
′′+ y = 0 ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍܭ (2



3ሌᇿوا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت .1 ً؇ب

༟؇م. و ༠؇ص ܳݴ y(x) = c2 sin(x) اࠍܭ ڣ؆ن c1 = 0 أ༠ڍَ؇

اݾষ١ֵ واڤໃوط ١ॴటঁاॆूا اڤໃوط 1 .1 .1
আॻ༟ ཇوط إޖ؇ڣ۰ لࡤࡲ اܳިݿ؇فޔ ۱ڍه ڢࡗࡲ ܳٺ༲ڎࢴࣖ ًިݿ؇فޔ، ੯੩أਐಾ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت ༡ߺࠊل أن ؇ಱرأ ܳگڎ

:ঌॻل ڣ٭݄؇ َأݠڣ۳݄؇ ඔ൹༟ިَ ሌᇿإ اདྷܳوط ۱ڍه ྾ཏگಾ اࠍܭ، ᄭᄟاᄴᄟا
اݾষي) اڤໃط و ᆃᄧঁاॆूا اڤໃط ) :5 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ปฆۋ ؇ዛኤ؇݁ލٺگ و ᄭᄟاᄴᄟا ڢ٭۰݄ ༡ڎدة إذا ،n ؇ዛውྟོر x ∈ I أ༥ܭ ݆݁ ݁أٺଫଊة ᄭᄟ݁أ؇د ؇ಱᄴᄟ ܳٺܝ݆ .1
ሒᆶڎاਐಸ إ ཇط ؕ݁ ᄭᄟ݁أ؇د اདྷܳط ۱ڍا ؕ݁ ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه ૭݄ ،x0 ∈ I َگޚ۰ ሒᇭ n−1 ۰ਊಾීෂا

. ຸټܙ ႞႐ջڲۻ أو ۰ਃಮڎاਐಸا اܳگ٭۰݄ ᄭᄟ؊݁ފ أو
؇ዛኤ؇݁ލٺگ أو ᄭᄟاᄴᄟا ڢ٭۰݄ ༡ڎدَ؇ إذا ،x ∈ I = [x0, x1] أ༥ܭ ݆݁ ݁أٺଫଊة ᄭᄟ݁أ؇د ؇ಱᄴᄟ ܳٺܝ݆ .2
أو ༡ڎي، ཇط ؕ݁ ᄭᄟ݁أ؇د اདྷܳط ۱ڍا ؕ݁ ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه ૭݄ ،x0, x1 ඔ൹اܳٷگޚٺ ٷڎ

اࠍڎل۰. اܳگ٭۰݄ ᄭᄟ؊݁ފ

5 ڲոل

(b)

{
y

′′ =−y +1
y(1) = 1, y

′
(1) = 3.

(a)

{
y

′ = y
y(0) = 1

ཇި܋ ݁ފ؇فܭ ሒሃ اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎފ؇فܭ .1

༡ڎل۰ ݁ފ؇فܭ ሒሃ اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎފ؇فܭ .2

(b)

{
y

′′ = y, x ∈ [0,π]
y(0) = 0, y

′
(π) = 1.

(a)

{
y

′′ = y, x ∈ [0,π]
y(0) = y(π) = 0.

اڤءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ݾষڞ ոຐڲ١ ܈ۑق 2 .1 .1
႟ၽاܳލ ݆݁ ᄭᄟأ؇دৎا ଫଊܳٷأٺ اिऻ֏જੴات ؔۢڞ

y
′
g (y) = f (x) (1)

اོଫଐܳص. আॻ༟ I , J ඔ൹ܳ؇ আॻ༟ ඔ൹ّ݁ފٺ݄ݠ و ඔ൹݁أݠڣٺ ඔ൹داܳٺ f , g ۋ٭ت



ሌᇿوا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت .1 4ً؇ب

F (x) =∫
f d x أي .(ሒᇿاܳٺިا আॻ༟) g و f ل ඔ൹ݬܹ٭ٺا ඔ൹اܳٺᄴᄟا G و F Ⴄ၍ إذا

ොຬگݑ (1) ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍܭ ڣ؆ن ،G(x) =∫
g d x و

G(y) = F (x)+ c, c ∈R

႟ၽاܳލ ݆݁ ᄭᄟأ؇دৎا ଫଊܳٷأٺ ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ اڤءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت
y

′ = a(x)y +b(x) (2)
.(2) ᄭᄟأ؇دৎا ۋިل اܳٺ؇ܳ٭۰ ل۰ اܳٷޙݠ ؇ಱᄴᄟ

1 ١ֵ ֿ܊ۑ
ڣ؆ن ،I ⊆R আॻ༟ ඔ൹ّ݁ފٺ݄ݠ ඔ൹داܳٺ b(x), a(x) ܳٺܝ݆

ި۱ (2) ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍܭ .1

y(x) = e
∫

a(x)d x

(
c +

∫
b(x)e−∫

a(x)d xd x

)
, c ∈R

ොຬگݑ وۋ٭ڎ اࠍܭ ڣ؆ن ، y(x0) = y0 اདྷܳط أݪڰٷ؇ إذا .2
y(x) = e

∫x
x0

a(s)d s
(

y0 +
∫x

x0

b(s)e−∫s
x0

a(t )d t d s

)
.

ߓߵ۱؇ن.
ຶڎ ،(ঌॻل ڣ٭݄؇ ොຶڎد۱؇ α(x)) α(x) ب y

′ = a(x)y +b(x) ᄭᄟأ؇دৎا ሒᇭޗݠ ཟًب .1
αy

′ −αay = bα (3)
ොູگݑ α(x) ݆ ౫ౖరت

(αy)
′ =αy

′ −αay (4)
݁ٷ۬ و ،(α′ =−aα ྡྷٺھ ،y ̸= 0 (༟؇݁ٺ؇ α

′
y =−ayα أن มฃلأ ۱ڍا و

α(x) = e−∫
a(x)d x

ຶڎ ،(4) و (3) ሒᇭ ً؇ܳٺأިلݥ ،ᄭᄥ݁Ⴄၽৎا ༟؇݁ܭ α(x) ް݄૭
(αy)

′ = bα=αy
′ −αay



5ሌᇿوا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت .1 ً؇ب
༟ܹ٭۬ و

αy =
∫

bα d x + c, c ∈R

ຶڎ ً؇ܳٺأިلݥ
y(x) = e

∫
a(x)d x

(
c +

∫
b(x)e−∫

a(x)d xd x

)
.

اᄴᄟرس. ݆݁ ሒᇆ؊ل ڣ٭݄؇ ؇ዛዀܹ༟ ݆۱ଫଊڣٷ اࠍܭ، ۰ਃڎا༡و أ݁؇ ،ሒᆶڎاਐಸا اདྷܳط لݥ ّأި لܝࠕࠫ .2
■

6 ڲոل
႟ၽاܳލ আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎا ۰ً؇൞ശً ،y y

′ = (1+ y2)
x

2
ᄭᄟأ؇دৎا ଫଊܳٷأٺ .1

y
′ 2y

(1+ y2)︸ ︷︷ ︸
g (y)

= x︸︷︷︸
f (x)

ොຬگݑ: ༡ܭ أي أن มฃلأ ۱ڍا و ،ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ દઊଫଃٺ؞ৎا أن ఈఃَۋޓ

ln(1+ y2)︸ ︷︷ ︸
G(y)

= x2

2︸︷︷︸
F (x)

+c, c ∈R

ل۰ اܳٷޙݠ ۋފص اࠍܭ ڣ؆ن ،ඔ൹ਐಸ؇ٔ h,k ۋ٭ت ،y(0) = y0 ؕ݁ ،y
′ = k y+h ᄭᄟأ؇دৎا ܳٺܝ݆ .2

ި۱ 1
y(x) = ekx

(
y0 + h

k

)
− h

k

١ॴబاຒاڤܙ و اڤܙـܙد 2 .1
اܳٺ؇ܳ٭۰ ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ڣݱ؇༟ڎا ان ݆݁ ଫଊݿٷأٺ{

y
′ = f (x, y)

y(x0) = y0.
(5)

اܳٺႤၽܹ݁٭۰)، ᄭᄟأ؇دஓ (أو Ⴄၽਐಸ݁ܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎا ༡ܭ ݆ ଫଊّأ มฆܳا اܳٺ؇ܳ٭۰ ً؇ܳٺިޗ۰٪ ਊڎأ
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2 ׂܙ܈כ١
إذا وڣگޔ إذا (5) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ y(·) ، ඔ൹ّ݁ފٺ݄ݠ ඔ൹داܳٺ y(·) و f (·, ·) ܳٺܝ݆

y(x) = y0 +
∫x

x0

f
(
s, y(s)

)
d s, ∀x. (6)

ߓߵ۱؇ن.
.ᄭᄥ݁Ⴄၽৎا ّܝࠕࠫ (⇐)

f , y أن ؇ஓ و ،y(x0) = y0 ڣ؆ن ،y(x) = y0 +
∫x

x0
f
(
s, y(s)

)
d s Ⴄ၍ن إذا أَ۬ ߖߵى (⇒)

■ y
′ = f (x, y). ڣٷ༶ڎ اܳٺ༲ܹ٭ܭ ሒᇭ اݿ؇ݿ٭۰ ل۰ اܳٷޙݠ َޚٴݑ ألݯ؇، ݁ފٺ݄ݠ f (s, y(s)) ڣ؆ن દઊ݁ފٺ݄ݠ

( Picard-ردပॴ) اिऻո֔ؓץ١ اڤؠۑոॻఢت ֵؠ١ ܈ۑ 1 .2 .1
݁گݠ۰ً ༡ߺࠊل اདྷܳوط) ًأݥ (ොູب إຬ؇د ݆݁ ஓܝٷٷ؇ لگ۰ ޗݠ ሒሃ اৎٺأ؇ڢٴ۰ ይዧٺگݠਊಱ؇ت Ⴄၽਃಸرد لگ۰ ޗݠ

اܳٺިاًؕ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ࿓؆ٺٴ؇ر اܳފ؇ًگ۰ اܳٺިޗ۰٪ ሒᇭ اܳٺႤၽܹ݁٭۰ ۰ً؇൞ശܳا ࿓؆ݿٺأ݄؇ل (5) ཇި܋ ᄭᄟ؊ފৎ{
yn+1(x) = y0 +

∫x
x0

f
(
s, yn(s)

)
d s, n ≥ 0

y0(x) = y0.
)7(

،(6) اܳٺႤၽܹ݁٭۰ ᄭᄟأ؇دৎا ݿٺۜگݑ y ڣ؆ن ،y ᄭᄟدا ިොຶ اৎٺٺ؇ܳ٭۰ ۱ڍه ಸّگ؇ر إذا أَ۬ ߖߵى أن ૭ٺޚ٭ؕ
لگ۰. اܳޚݠ আॻ༟ ؇݁ټ ان َأޚ ،ሒᇆ؊ل ڣ٭݄؇ اৎٺٺ؇ܳ٭۰ ۱ڍه ਐಾگ؇رب ཇوط أي ොູب ඔ൹ݿྡྷٴ

6 �����

إذا D اৎٷޚگ۰ ሒᇭ (y ل (ً؇ܳྡྷފٴ۰ ଐܳ٭ྟލ٭ ཇط ොູگݑ f (x, y) : D ⊂ R2 → R ᄭᄟاᄴᄟا أن َگިل
ොຬگݑ k ≥ 0 و༥ڎ

∀(x, y1), (x, y2) ∈ D,
∣∣ f (x, y2)− f (x, y1)

∣∣≤ k
∣∣y2 − y1

∣∣
. f ይዧٺ؇ًؕ ଐܳ٭ྟލ٭ ಸ؇ٔ k ް݄૭

،(5) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اৎٺأ؇ڢٴ۰ اܳٺگݠਊಱ؇ت ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ّگ؇رب ۋިل اܳٺ؇ܳ٭۰ ل۰ اܳٷޙݠ َگڎم

3 �����

و D = {(x, y) ∈R2, |x −x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b} আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة f ܳٺܝ݆



7ሌᇿوا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت .1 ً؇ب
sup

(x,y)∈D
| f (x, y)| ≤ M ොຬگݑ M > 0 .1

.k ಸ؇ಸ y ل ً؇ܳྡྷފٴ۰ ଐܳ٭ྟލ٭ ཇط ොູگݑ f .2
շؔن

،D دا༠ܭ ਊಾࠔࠥ I = [x0−h, x0+h] ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ݁أݠڣ۰ اৎٺأ؇ڢٴ۰ اܳٺگݠਊಱ؇ت ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ཛྷ؇ٷ .1
.h = min

(
a,

b

M

) ۋ٭ت
݁ފٺ݄ݠ. ًؕ؇ّ ިොຶ ਐಾگ؇رب اৎٺأ؇ڢٴ۰ اܳٺگݠਊಱ؇ت ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ .2

x-1 -0.5 0 0.5 1

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

. f (x) ᄭᄟاᄴᄟا ਃಸ؇ن :1 .1 ႟ၽނ



ሌᇿوا ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت .1 8ً؇ب
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اളൄڲܙز
ا௱௯௫ڎد : det(·)

n ×m اܳٴأڎ ذات اৎݱڰިڣ؇ت  ۰༟ިᆇ : Mn,m(R)
n ×n اܳٴأڎ ذات اৎݠًأ۰  اৎݱڰިڣ؇ت  ۰༟ިᆇ : Mn(R)

 Mn(R) ሒᇭ ا༡ިܳڎة  : ݁ݱڰިڣ۰ In

A ݁ݱڰިڣ۰ ݁ٷگިل : At

اول اܳٷިع ݆݁ ૭ܭ ᄭᄟدا : Jα(·)
ሒᇃ؇اܳټ اܳٷިع ݆݁ ૭ܭ ᄭᄟدا : Yn(·)

: Γ(·)
: erf(·)
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اڤء٤ۑس
6 , Picard-ردႤၽਃಸ

6 اৎٺأ؇ڢٴ۰, اܳٺگݠਊಱ؇ت لگ۰ ޗݠ
3 اࠍڎل۰, اܳگ٭۰݄ ᄭᄟ؊݁ފ

3 ,ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ
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